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;Deterministicamente probable o probabilisticamente determinista?

G. M. Ortigoza® - A. Lorandi*

RESUMEN

Este trabajo presenta la revision de algunos modelos que conocemos como deterministicos o

como estocasticos, asi como algunas relaciones entre ellos, las cuales resultan interesantes.
Vemos como las caminatas aleatorias generan algunas ecuaciones diferenciales parciales tales
como la ecuacion de calor; se presenta la ecuacion de Laplace resuelta usando el juego Tour du
wino; es decir, simulacion Montecarlo para obtener los valores de una funcién armoénica, como
los promedios de su valores en la frontera obtenidos por diferentes trayectorias. Se revisan los

modelos de Black and Scholes, asi como el método de funciones generadoras de probabilidad
para mostrar como determinados problemas probabilisticos pueden resolverse usando métodos

deterministicos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

ABSTRACT
This work presents a review of some deterministic and stochastic models, interesting rela-
tionships between them, are also discussed. Random walks give rise to partial differential mo-
dels such as the heat equation. A Tour du wino game is introduced to approximate a solution
to Laplace equation, here a Monte Carlo simulation is used to obtain the values of an harmonic
function as the average of its boundary values using random trajectories. We review the Black
& Scholes and the probability generating functions models to show how some probabilistic pro-
blems can be solved using deterministics methods (based on ordinary and partial differential
equations).
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Introduccion

— 1n la dindmica del punto material, la
— ccuacion de movimiento (ecuacion di-
A ferencial) determina la posicion futura
de un objeto o particula moévil en funcion de
otras variables como, su velocidad, su acele-
racion, su masa y cuantas variables le pueden
afectar en su movimiento junto con las condi-
ciones iniciales. Asi el futuro a particula esta
completamente determinado por su pasado y
decimos que nuestro modelo es deterministico.

Existe otro tipo de modelos en los cuales hay
cierta incertidumbre en la prediccion del resul-
tado de un proceso. En este caso nos referimos
a un proceso aleatorio y llamamos probabilisti-
cos a los modelos correspondientes.

Cabe mencionar en este punto el caso de la
teoria del caos, que estudia determinados tipos
de sistemas complejos y sistemas dinamicos
muy sensibles a las variaciones en las condicio-
nes iniciales. Pequenas variaciones en dichas
condiciones iniciales pueden implicar grandes
diferencias en el comportamiento futuro, im-
posibilitando la prediccién a largo plazo. Esto
sucede aunque estos sistemas son en rigor de-
terministas. Este hecho ha sido usado para ge-
nerar numeros pseudoaleatorios usando siste-
mas dindmicos [12].

En el caso de interaccion de muchas parti-
culas es comun adoptar un modelo en el que el
movimiento de cada particula se describe me-
diante ciertas probabilidades. Tanto procesos
deterministicos como los procesos aleatorios
por si mismos son de considerable importancia;
sin embargo, en este trabajo se presentan algu-
nas de las conexiones entre modelos probabi-
listicos y deterministicos. Aun cuando un pro-
ceso es considerado como aleatorio, en algunos
casos podemos escribir problemas determinis-
ticos en ecuaciones diferenciales parciales que
dan origen a una funcién de distribucion de-
finida para las probabilidades asociadas con el
proceso. La ecuacién diferencial parcial para la
funcion de distribuciéon es la misma que obten-
driamos en una caracterizacion deterministica
del fendomeno. Parece un tanto paraddjico que
un proceso aleatorio pueda ser caracterizado
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por una ecuacion deterministica. Tal es el caso
del modelo de Black Scholes, donde mediante
el lema de Ito, una ecuacion diferencial esto-
castica se reduce a una ecuacion diferencial
parcial deterministica, que una vez resuelta
nos ayuda a valuar el precio de una opcion so-
bre un activo.

Mas sorprendente aun es que llegamos a
aceptar como aleatorios los numeros pseu-
doaleatorios generados por una computadora
finita; incluso usamos estos numeros para re-
solver problemas deterministicos como el cal-
culo de una integral, o la ecuacion de Laplace
con muestreos estocasticos mediante el mé-
todo de Montecarlo. En este trabajo se revisa
algunos modelos que conocemos como deter-
ministicos o como estocasticos asi como algu-
nas relaciones entre ellos, las cuales resultan
interesantes; el trabajo estd organizado de la
siguiente manera: en la seccién 2 se presentan
eventos probabilisticos que generan modelos
deterministicos, se introduce la caminata alea-
toria y se muestra como este proceso aleatorio
genera a la ecuacion del calor deterministica,
asi también se muestra el método de Monte-
carlo para resolver (generando trayectorias
aleatorias y los promedios de valores en la
frontera) el problema de Dirichlet para la ecua-
cién de Laplace; la seccidén 3 nos presenta ejem-
plos de problemas probabilisticos que pueden
resolverse con modelos deterministicos basa-
dos en ecuaciones diferenciales tanto ordina-
rias como parciales: una ecuacion estocastica
para el precio de una accién se reduce a una
ecuacion diferencial deterministica, asi como
también se muestra la soluciéon de un proble-
ma idealizado de lineas teleféonicas resuelto por
el método de funciones generadoras de proba-
bilidad; finalmente en la seccién 4 se incluyen
algunas conclusiones.

2. Eventos probabilisticos que generan mode-
los deterministicos

2.1 Caminata aleatoria y la Ecuacion del calor
Consideremos la caminata aleatoria de una

particula alolargodelarectareal [4]. Suponga-
mos que la regla del movimiento es tal que a
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cada paso de tiempo de tamano 7 | la particula
brinca a la derecha o a la izquierda una distan-
cia con la misma probabilidad (de 1/2).

Supongamos que al tiempo =0 la particula
estd en x x=1x, ; estamos interesados en obte-
ner la densidad de probabilidad de la posicion
de la particula u(x,t) .

Consideremos la probabilidad de que la par-
ticula alcance la posicion x al tiempo ¢+7 : de
acuerdo a las reglas del movimiento hay dos
posibilidades: la particula estaba en x—#h al
tiempo ¢ vy brinco a la derecha o la particula es-
tabaen x+h altiempo ¢ vy brinco a la izquier-
da. Como la posicion de la particula al tiempo ¢
v la direccion de su siguiente movimiento son
independientes, la primera situacién sucede

u(x+h,t)

1
con probabilidad & mientras que la

1
segunda con Eu(x— h,t) , con lo que tenemos:

(x,t+r):%u(x+h,t)+%u(x—h,t) (1)

Podemos usar el teorema de Taylor para ex-
pandir ambos lados de la ecuaciéon

u(x,t+7)=u(x,t)+u,(x,t)+o(r) (2)

u(xih,r)=u(x,t)iux (x,t)h+%uxx (x,t)h2 +0(h2)

Sustituyendo (2) y (3) en (1) obtenemos:

2 2
u, +o(1)=%h—uxx +0[h—j

T T

Observamos que una dinamica no trivial
h2

sélo sucede cuando "~ —2D para un numero

positivo finito D ; asi obtenemos la Ecuacion

del calor o de difusion.

u, (x,t) =Du_ (x,t) .

Otras ecuaciones diferenciales parciales ta-

les como la ecuacion de advecidon-difusion
u +vu, =Du_ 0 la ecuacion del telegrafista
u, +au, + pu=c’u, ~ pueden obtenerse usan-
do caminatas aleatorias ([?9], [1]). En el proceso
limite de caminatas aleatorias se pueden obte-
ner conjuntos de ecuaciones parciales de tipo
parabdlico o hiperbdlico con soluciones de tipo
onda viajera [11].

En resumen hemos observado que un proce-
so probabilistico como la caminata aleatoria da
lugar a una ecuacion diferencial parcial deter-
ministica.

2.2 Método de Montecarlo

El método de Montecarlo permite obtener
soluciones aproximadas a una gran variedad
de problemas matematicos mediante la realiza-
cién de experimentos con muestreos de niime-
ros pseudoaleatorios generados en una com-
putadora. El método es aplicable a una amplia
gama de problemas tanto estocasticos como
deterministas. A diferencia de los métodos nu-
meéricos que se basan en evaluaciones en N
puntos en un espacio M -dimensional para
producir una solucion aproximada, el método
de Montecarlo tiene un error absoluto de la

estimacion que decrece como obtenido
mediante el Teorema del limite central. El mé-
todo de Montecarlo se usa en finanzas y ma-

@eméticas financieras para evaluar y analizar

Instrumentos complejos como portafolios e in-
versiones, al simular las diferentes fuentes de
incertidumbre que afectan su valor y entonces
determinar su valor promedio sobre el rango
de resultados posibles. Las ventajas de Mon-
tecarlo sobre otros meétodos se incrementan
cuando el numero de las dimensiones (fuentes
de incertidumbre) del problema crece ([5], [7]).

Consideremos el problema de Dirichlet para
la ecuaciéon de Laplace:

Au=0 O<x,y<l (4)

I y=10<x<l
0 deotralforma

(50) ()|
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Definamos las reglas de un juego aleatorio
(Tour du wino)

Paso 1 Iniciamos de cualquier punto interior
A .
Paso 2 En cada etapa del juego este punto se
mueve de manera aleatoria hacia cualquiera de

sus puntos vecinos con probabilidad % .

Paso 3 Después de llegar a un punto vecino,
continua moviéndose hasta llegar a un pun-
to p; de la frontera; paramos y guardamos el
punto; esto completa una caminata aleatoria.

Paso 4 Repetimos los pasos 1 al 3 hasta tener
suficientes caminatas aleatorias. Ahora calcu-
lamos la fraccion de veces que incidimos en el

punto 2 de la frontera.
Paso 5 Supongamos que asignamos a cada

punto p; un valor g , asumimos que el juego
asigna el valor promedio de las caminatas. El
valor asignadoa 4 es

R(A)=gP,(p;)+ &P (p,)+-+g,P (D)

El valor promedio obtenido resulta ser una
solucion aproximada del problema de Dirichlet.

La Figura 1 muestra la solucion aproximada
del problema de Dirichlet obtenida por simu-
lacion Montecarlo. En un contexto mas ge-
neral, algunos problemas clasicos de valores
en la frontera pueden resolverse usando una
representacion integral equivalente, donde
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las trayectorias de caminatas aleatorias son si-
muladas en la frontera del dominio como ca-
denas de Markov generadas por el nucleo de
la representacion integral. Con las ventajas de:
1) poder resolver problemas de muchas dimen-
siones, 2) es un método libre de malla y da la
solucion simultdnea en cualquier punto, 3) se
aplica a problemas internos o externos, 4) las
implementaciones en paralelo son mas senci-
llas [6].

3. Modelos deterministicos que resuelven pro-
blemas estocasticos

3.1 El Modelo de Black and Scholes

Consideremos una opcion, la cual es un con-
trato que da a su poseedor el derecho (pero no
la obligacién) de comprar o vender algun bien
tal como una cantidad de acciones del merca-
do bursatil, en una fecha especifica (digamos
al tiempo T') cuando el precio de ejercicio E
(cantidad previamente pactada) es pagado por
el bien [2].

Supongamos que el bien al que nos referimos
es una accion la cual se espera que aumente en
valor en el intervalo de tiempo 0<¢<T, pero
es tal que su precio estd sujeto a fluctuaciones
impredecibles. Supongamos que compramos
una opciéon en lugar de la accién; obtendremos
una ganancia si la acciéon aumenta su precio y
una pérdida si lo disminuye (ya que no tendria
sentido pagar E por algo que cuesta menos
que eso en el mercado). Sin embargo, podemos
proteger la posicién de opcién definiendo un
portafolio de la opcién y un cierto numero de
acciones. El contar con las acciones nos permi-
tird protegernos en contra de lo impredecible
y este proceso nos permitira calcular el valor
V(S,t). de la opcion de comprar una accion
al tiempo T como una funciéon del tiempo ¢
y del valor de la accion §. Supongamos que la
tasa de ganancia instantanea en la accion varia
aleatoriamente:

d—; = udt+odX

)

donde oces una tasa de crecimiento determi-
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nistica de la accion, dX esuna variable normal
aleatoria pequena de media cero y varianza dt
que modela la respuesta incierta del precio de
la accion a la llegada de nueva informacion, y
o es un parametro que mide la volatilidad del
precio de la accién. Usando el lema de Ito [1]
podemos estimar el cambio en ¥V como,

dV=(GSa—Vde+(a—V+,uSa—V+162S2

oS oT oS 2 oS?

2
o),
La tasa de interés libre de riesgo r y la vo-
latilidad o del activo se suponen constantes
durante el tiempo que dura la opciéon. No hay
costos de transaccion asociados a la cobertura
del portafolio. El activo subyacente no paga di-
videndos durante la vida de la opcién. No hay
posibilidad de arbitraje. La ausencia de arbitra-
je significa que todos los portafolios
libres de riesgo deben tener el mismo retor-
no. La compra y venta del activo puede tomar
lugar continuamente. La venta y los activos son
divisibles. Asumimos que podemos comprar y
vender cualquier numero (no necesariamente
entero) del activo subyacente y que esta permi-
tido vender aungue no tengamos posesion; es
decir, se trata de un mercado completo [1].

Vamos a definir un portafolio libre de riesgo.

| ABdridades Bettveong |
n { 1eMertwaedsr (B |

[T=SA-V
dI1=dSA—dV =(Sudt+ScdX )A—dV

oV ov

ot

ov ov

oV
ATl =| AcS -5 ax +| aps -2 — s &1
H(Gdasj (“ a s 2

el término estocastico (su coeficiente) se anu-

ov

la sielegimos A= = y obtenemos:

oV
dll=(Sudt+SocdX)A—| cS—dX +—+uS—+
M1=(Sudi-+ SodX) (G as Ho%s 2

1

dl—[:—(a—V+lcrzS2

0S?

2
a_th
ot 2

Por la hipdtesis de no arbitraje, como el
portafolio es libre de riesgo tenemos que
su retorno es igual al de un bono de tasa

r,dI1=11rdt = (AS—V)rdt - (a_V
oS
obtenemos:

2
(Z—E—erdt = —(a—V+162S2 a—VJaIt

S—V) rdt con lo que

o 2 oS’

oV
88>

LLARLPEYY.
ot 2

+rSa—V=rV
oS

asi tenemos la ecuacion de Black-Sholes una
ecuacion deterministica para obtener v (S.¢), el
valor de la opcion, que depende del valor alea-
torio de la accion. Dicho sea de paso, el proce-
so estocastico inicial;, es decir, la variacion del
precio de la opciéon en tiempo y costo esta defi-
nido en intervalos finitos (el precio cambia en
fracciones de dolar y el mercado esta abierto
en dias héabiles trading days) la ecuacion obte-
nida asume cambios continuos en el precio y
en el tiempo, mas aun regularmente la ecua-
cion diferencial parcial se resuelve usando di-
ferencias finitas; esto es, un proceso discreto.
En resumen lo anterior ejemplifica como una
ecuacion probabilistica se resuelve con ayuda
de una ecuacion diferencial parcial determi-
nistica.

2
16252 6—5 dt
oS

2
o’8? Z;;jdt
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3.2 El método de funciones generadoras de
probabilidad

Consideremos una red telefénica idealizada
que consiste de un numero infinito de lineas
[10], y asumamos que las llamadas se originan
v se concluyen en la red durante un intervalo
de tiempo [0,1) de acuerdo a las siguientes hi-
potesis:

i) Si una linea esta ocupada al tiempo t, la
probabilidad de que la conversacion ter-

mine en el intervalo (¢,¢+h) es uh+ o(h)

,(O(h) significa que se anula mas rapido
que h cuando A—0), donde € es una
constante.

ii) La probabilidad de que una llamada inicie

en el intervalo (¢,¢+h) es Ah+o(h) con
A una constante.
iii) La probabilidad de que dos o mas cambios

ocurrane n el intervalo (¢,¢+4)es o(h)

El problema a resolverse es: Dado un nume-
ro entero no negativo #, hallar la probabilidad
P, (¢)de que exactamente 7 lineas estén en uso
al tiempo ¢,0<n <o, suponiendo que las pro-
babilidades iniciales P,(0),0<n <o son cono-
cidas.

Supongamos que a un tiempo fijo ¢ se cono-
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cen P,(¢f) para todos los n,0<n<w y vamos a

determinar P, (t+h), la probabilidad de que »
lineas estén en uso al tiempo ¢+h. Para n>1
habra » lineas en uso al tiempo ¢+#4 si una de
las siguientes condiciones se cumple:

1. Al tiempo ¢ n—llineas estdn en uso y
una llamada se origina durante el inter-

valo (t-1+h).

2. Altiempo ¢ n+1lineas estan en uso y una
llamada se termina durante el intervalo
(t.t+h)

3. Al tiempo ¢ n lineas estan en uso y nin-
gun cambio ocurre en la red durante el

intervalo (#.1+h).
4. Dos o mas cambios ocurren durante el
intervalo (¢,¢+h).

De acuerdo a estas hipotesis, la probabilidad
del evento (4) es o(h) :ladel eventoen (1) es

[Ah+o(h)]P, (1)
la probabilidad de (2) es:
(n+1)[ uh+o(h)]P,, (1)
y la probabilidad de (3) es:

[l—ﬂ,h—nuh+o(h)]l’n(t)’

y puesto que los eventos son mutualmente
exclusivos se tiene que:

B (1+h)= 2B, (1) #(n 1), (1)+(1=Zh=nuh B (1) ().

Usando la expresion anterior escribimos el

cociente [P,, (t+h)-P, (t)]/h y calculamos el
limite cuando A — 0 para obtener las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias

P/(t)==(A+nu)P,(1)+AP_ (t)+(n+1)uP,, (1)

11/
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que se cumple para n>1. Para n=0 un ana-
lisis similar nos da:

R(r)=~2B,(1)+ uB (1)

puesto que las probabilidades iniciales
P,(0),0<n < seasumen conocidas; el proble-
ma de hallar las probabilidades P, (¢) para >0
ha sido reducido al problema de valor inicial
para el sistema infinito de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, para resolverlo hallaremos la

solucion de una ecuacion diferencial parcial
de primer orden.

Sea G(f,S) = Z:;Ofl (f)S" la funcién genera-

dora de las probabilidades P,(¢). Calculando
las derivadas tenemos

i g(n+1)l’m (1)s",

Después de substituir la expresién para P, (¢)
y rearreglando los términos de las series tene-
mos:

G oG
1 =A(s-1)G
L (s L =a(s-1)

A )

por otra parte el que las condiciones inicia-
les P( ) sean conocidas nos da la condicion

inicial para G,G(0,s)=g(s)=>_" P,(0)s";
sistema de ecuac1ones diferenciales ordmarlas
asociado a la ecuacion diferencial parcial es

dt ds _
1 /,t(s—l)

dGg
/”L(S—l)G

y dos primeras integrales funcionalmente
independientes son:

A

uy=e"(s-1), u,=e*GaG,

puesto que ¥ no depende de G podemos es-

cribir la integral general como %,0f (ul) para
una funcién f e C' arbitraria, de donde se ob-
tiene

‘s

G(t,s)= et f(e"" (s —1)) |

la funcion f estd determinada por la condi-
cidn inicial, haciendo ¢ =0 tenemos

A
=

g(s)=e" f(s—1) yasi

-2

f(s) = g(s + l)eT(M)

finalmente substituyendo esta expresiones
obtenemos la solucién del problema de valor
inicial

G(t,s)=g [l +e M (s— I)CXP[&(S ‘1)(1 —e )D

u

Una vez encontrada la funcion gene-
radora G(t,s)las probabilidades P, (¢)
se pueden hallar mediante la féormula
para los coeficientes de la serie de Taylor
[14].

671

no-4

G(z,s)}

s=0

Discusion

En [13] la conversion de modelos determi-
nisticos a estocdsticos es ilustrada con varios
ejemplos representativos que incluye: reaccio-
nesreversibles con controles de retroalimenta-
cion, cinética enzimatica de Michaelis-Menten,
etc. Una conexion interesante entre modelos
deterministicos y estocasticos para el creci-
miento microbiano se encuentra en [3] donde
se discuten algunos modelos deterministas de
retraso bacteriano y crecimiento subsecuente,
asi como la relacion con modelos que describen
la multiplicacién bacteriana

debida a procesos estocasticos de nacimiento.
Modelos deterministicos basados en ecuacio-
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nes diferenciales ordinarias pueden capturar
relaciones esenciales entre virus; sin embar-
go, una infeccion podria ser iniciada por una
sola particula viral que libera su gnoma, una
solo molécula o ADN a la célula que lo alberga.
Bajo tales condiciones, un modelo estocastico
que permita fluctuaciones inherentes en los
niveles de constituyentes virales podria dar
un comportamiento cualitativo diferente. Para
comparar enfoques de modelacion, en [8] se
desarrolla un modelo simple de cinética intra-
celular de un virus gen érico el cual se puede
implementar de forma deterministica y esto-
castica.

4. Conclusiones

Hemos presentado ejemplos de las relacio-
nes que existen entre modelos deterministi-
cos y probabilisticos. Si bien es cierto que exis-
ten conexiones como el hecho de que algunos
modelos deterministicos surgen como limites
de modelos estocasticos, también hay simili-
tudes pues una coleccion grande de sistemas
tanto deterministicos como estocasticos tiene
un comportamiento bastante estable a largo
plazo. No debemos ignorar que también exis-
te una coleccion grande de sistemas determi-
nisticos y estocasticos cuyo comportamiento
a largo plazo son bastante diferentes. Al mo-
delar un fendémeno ya sea usando meétodos
deterministicos o probabilisticos, usualmente
uno de los objetivos matematicos es minimizar
el término de error ¢, y un modelo es a menu-
do preferido sobre el otro si puede mostrarse
que su término de error es menor. Por ejemplo
la calibracién de un modelo determinista para
una cuenca hidroldgica, se reduce a minimizar
sus elementos estocasticos. Algunas veces, los
esfuerzos que se hacen para la validacion de
modelos deterministas se enfocan en aspectos
estocasticos como la preservacion del sesgo y
la varianza de los caudales. Otras veces los es-
fuerzos para la validacion se enfocan solo en
modelos residuales como si el modelo determi-
nistico fuera un modelo de regresion estadisti-
ca. En términos generales, ingenieros y cien-
tificos no han aprendido aun como calibrar o
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validar modelos deterministicos sin utilizar un
analisis de sus componentes estocasticos. Nu-
merosas ventajas surgen de combinar puntos
de vista deterministicos y estocasticos, cuando
se formulan, prueban o aplican modelos. Una
vision del mundo estocastica puede ayudar-
nos a desarrollar modelos deterministas que
puedan representar fielmente las relaciones
observadas entre las entradas y los resultados
de salida del modelo. Mientras que un enfoque
deterministico puede ayudarnos a desarrollar
modelos estocasticos que puedan representar
fielmente ciertos procesos fisicos observados
internamente.

Finalmente, si ambas iniciativas son toma-
das en cuenta, los modelos no seran ni deter-
ministicos ni estocasticos. En lugar de ello,
los modelos balancearan ambas perspectivas,
eventualmente conduciendo al surgimiento de
modelos mas creibles y "utiles, con una mejor
descripcion de la realidad, que es la finalidad de
la modelacion.
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